On the Memory Usage of a Parallel Multifrontal Solver by Guermouche, Abdou et al.
On the Memory Usage of a Parallel Multifrontal Solver
Abdou Guermouche, Jean-Yves L’Excellent, Gil Utard
To cite this version:
Abdou Guermouche, Jean-Yves L’Excellent, Gil Utard. On the Memory Usage of a Parallel
Multifrontal Solver. [Research Report] RR-4617, INRIA. 2002. <inria-00071968>
HAL Id: inria-00071968
https://hal.inria.fr/inria-00071968
Submitted on 23 May 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de





























ap por t  

de  r ech er ch e 
INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
On the Memory Usage of a Parallel Multifrontal Solver




































Unite´ de recherche INRIA Rhoˆne-Alpes
655, avenue de l’Europe, 38330 MONTBONNOT ST MARTIN (France)
Te´le´phone : 04 76 61 52 00 - International : +33 4 76 61 52 00
Te´le´copie : 04 76 61 52 52 - International : +33 4 76 61 52 52
 7'3 "¨Â'
	Äc)$  )#7·'"#.%'` 	'3"/)#ﬁ*!+"	Ä !"#"%"$

















































































X  X  X
X  F   X
X  X   F
X  X  X
X  F   X

















1 2 3 4 5 6
X  X
X  X
3   4   61   2   5




























¤w#xKt$oY¿f¯oYt/w/¦r´xY0t/beg°áoYt/beg*w ¡nq]]|]w#gD}9¡~*t$oY]¡g`¬ beg*´t/beg*w#gª¡n |]ŁxKt/]e 
ú FHú
§Æt/beg w#gDn/txY!t/beg |oY|!g*w¬¾gxK]u}9¡n/t/]q]¡n#b¯!g*t¨¬¾gDg*t¨¬Wx3oYw#gpoKnxY³n/t#xKw$oYg²Ât/begc·oK~*t#xKw#np»oYe}t/begn/t$oK~#­!»
¬ beg*w#g-t/beg-t#g*w/f n/t$oK~#­µe~*qe}]gDnt/begªn#t#xKw$oYg°¤xKw t/beg`~*q]w/w#g*t¤w#xKt$oYHf¯oYt/w/¦r! 
  








º*jzﬃﬁ h2¨»]z{zﬃﬁ h4[¼ xKwf]f`q]f Áe¾º¤z£z{À h9»e9h2[¼ oYe}´¡xKoYHxKwt#xK|9Å¨}]xp¬ {beg*q]w/¡n/t/¡~DnoKn#gD}´xK











jz ﬁ²9t/beg |]|]w#xprIf¯oYt#g3z&]f3q]f ﬁ°g*w#gDg)h2 
























n#¬ t#~#b&t#x  jz£À;¡n}]xKeg-¬ beg*´t/beg`n/¸pg-xYÂt/beg`n/q]]w$oY|]b&xK]t$oYegD}´¡n`hp9 































 ç¼ acbeg£f¯oYt/w/¡~DgDn´oYw#g&[w#xKf a5oY]¡gÉhﬂoYe}«oYw#gﬂgAr9t/w$oK~*t#gD}Ã[w#xKf g*t/beg*w




























   ﬁﬀﬂ  ﬃ 
!" $#&%('*),+.- -0/214343 5 64748 9474149 ﬀ:;:<0 ﬂ )*=ﬃ:<ﬃ  >?&ﬂ0@ﬀABDCEF:<ﬃ20G<H AIJﬁG K-D645454545LMN'*)O0G 0:<2ﬀ
P
 RQS%T%('*)*VUWQ2XV)*YZ(T-D645 UW[
Q2XV\^]+54547 -D_-D3 _41 /S-D5 74141- ﬀ:;:<0 ﬂ Q2A $ﬀ=Sﬂ0=CEﬃ :`ﬃ=Sﬂ ﬃ a=S
b '*\^ -D54843D/4/ -4-3ﬁ/25/21 ﬀ:;:<0 ﬂ -4-Tcﬃ  2V ﬀﬂ dD ﬃ ﬃCZAS,efGg ﬂgﬃ7ih4 ﬀ
P
-D64_2j7 12j?-D8?[
bVk ]l)V7 -D943 147 /29?35-D546 ﬀ:;:<0 ﬂ em Jﬁ*ﬃ h4:n:n Sh<:o 	
P
),jD)Wp [q)*SﬀA2=G b =
 rQ2,

V' /S-D6 14947 -D547 _41474848 ﬀ:;:<0 ﬂ  ﬁ =S:`ﬀ dﬁ,ﬃ2ﬃ 
]s'*M(_ 94648 54747 64846 84_414_ =Sﬀ:n:n0 ﬂ )tq AJ:<ﬃ  ﬂ,uBG Sﬂﬁ.:<ASﬃ2qSG h4,	J:nG 
'* )W-ﬁ5 /29 14746 _47?3ﬁ/2545- =Sﬀ:n:n0 ﬂ 7 I%(YZv:<ﬃGcqB%sABG ﬁﬀﬃ aAJuﬃ ﬁw"Q2>?,!"ﬃﬁ>4q k Qx):,yMhSw qS#&M"Q
"#&
**
V*M -D_4543 645 -D_4_D/2_4_/ =Sﬀ:n:n0 ﬂ )tq AJ:<ﬃ  ﬂWuBDGgSﬂﬁ,:<AJﬃ2qS^H"ﬃTzﬃ S w ﬃ,ﬃ{BTc hod.AB$ﬃ ST
ﬃJ
|Ms



































































































































































































bopŁg !gDg*f¯oK}]gcxKt/begc§ #Wz Õ vøn/u9n/t#g*f xYt/beg

§Æ  Õ  ¬ b]¡~#b<¡n0~DxKf|!xn#gD}

























q]f37g*w-xYexI}]gDnp +acbeg*jz ﬁoYe}£za § Õ |]w#xŁF¡}]goY|]|]w#xprIf¯oYt#g*u£t/beg3n$oYf<g3q]f37g*wªxYexI}]gDnp»!oYe}












ﬀoYe}{z a § Õ g*eg*w$oYt#gÄt/w#gDgDnj¬ t/bﬂo¯¢oYw/g








 oYw#gw$oYt/beg*w¬ ¡}]g£º[!gD~poYqen#g<xY t/beg<¡xKoY¾|oYw/t/t/¡xK]]




Q2XV\^]+54547 3D/3D/  343841  3 947/
!" $# %"'*),+.- 1?3 9?3  84_ 941 ﬀ 1474_45
b
'*\^ _/284647 ﬁﬂﬃﬁﬃ _/?541-  ﬀ _414_4_/
bk
]sf)7 /S-D7 ! -3845 -D74545 "#
 rQ2.
.
*' 7-D9-4- $ﬁﬁ 74_ 1/27 %ﬀ&" 7-D74746
]s'*Ms_ _45/274648 ﬁ!ﬃ#ﬂ "''%ﬀ _45464_48?3 -D84641-D_
'* ),-D5 /294541 (!ﬃ$ 6-ﬁ548  /264_/
N# 
V*
V*M 746?32-D1 )ﬂ* /S-ﬁ74548 %+",'% 748/2945
|M.





Q2XV\^]+*545 7 /27w 1 &/ % /272w 6 #01) /27w 5
!" $#&%('*)W+- 748w 9 %&,/2, 7412w - #01) 741w 5
b
'*\  641w 1  .,/  03ﬂ /28w - 6-4w _
bVk
]sf)7 ./  _49w 8 _472w / 747w 1 #ﬁ0 
 rQ2,

V' 646w 5   &/  6472w 8 $ﬁ0  6/Sw _
]s'*M(_ 948w - 941w 8 ,#%+/ ﬀ 946w 6 !ﬁ02ﬂ
'* )W-D5 %&/  /2_w 8 /2_2w 3 /S-4w 1 #02!
"#&
**
VVM 941w _ 941w 1 ,./  32-4w 1 !')-0 $
|Ms.








E+t/begxKt/beg*w`boYe}³»0oK~D~DxKw#}9]£t#x´aÂoY]¡gDn &oYe}e»5¬¾g<~poYÇn#gDgt/boYt3v Ejk ﬁ oYe} jz{ÀÃg*eg*w$oYt#g¯q]9Å


















w#g*f¯oYw/­9nf¯oY­gn#g*en#g-¬ beg*{¬¾g`­Fex¬ t/boYt +z{Àc»"jzﬃﬁoYe}£v Ejk ﬁﬀoYw#gªoKn#gD}{xK&¡xI~poYHf<g*t/bexI}]n+xK]u
oYf]oYtf]f¸D]µg*t/beg*wt/begª}]g*w#gDgªxKw t/beg-Áe· 
8#9





Q2XV\^]+54547 _48 ﬁ  36 "# 74_
!" $# %"'*),+.- _- ﬁ  6D/ "ﬀﬀ 7/
b '*\^ _49 ﬁ  /?8 " 647
bk ]sf)7 ) 1 8 %+" -D7
 rQ2.
.
*' _49 ﬁ#) 6 7 ﬀ 746
]s'*Ms_ 649 ﬁ- ""' 848 /2_
'* ),-D5 #! /25 /?7 'ﬀ -D946
N# 
V*
V*M 646 ﬁﬃ$ 3 3 " /3
|M.





Q2XV\^]+54547 -ﬁ8w 54147 #0  74_-4w 74149 ﬀ&/2,' _46w 7?36
!" $# %"'*),+.- /Sw 74941 ﬁ02ﬁﬃ 846w 3 847 .,#%+/ &" _45w 148 9
b '*\^ 8w 745/ ﬂ0 $ 841w 14841 ./  -0/28w 1 548
bk ]sf)7 7w -D6/ 7w 1 7?3 ﬁ02ﬂﬃ ""%+/ %., 6w 3 7 7
 rQ2.
.
*' 7w 848?3 ﬁ0  ,'ﬀ&/ %%% 647w 94_48 -D5w 8452-
]s'*Ms_ -4-ﬁ5w 8/21 #02ﬁ!* &"'./  _4946w 5/21 _-4w 64_2-
'* ),-D5 -4-4w -D7 )-0 ﬁ* 9?32w 3 _48 ﬀ%&/ % -D747-4w 943 7
N# 
V*
V*M 6D/Sw 74541 $02ﬁ') _48/Sw 1454_ %.&/ %  145w 9 6
|M.





QX*\ ]+54547 -4w 3 1 ./ %  -4w 3 3 ﬁ02!ﬃﬁ -4w 3 6/
!" $# %('*)W+.- - w 94649 "/ &"" -4w 9-D6 ﬁ0 $ﬂ#) -4w 9-D_
b '\  _2w /2_?3 &/3""" ﬁ0 $ -4w 84949 _w 546-
bVk ]sf)7 '%+/  -4w 7-D9 -4w 74546 -4w 64548 ﬁ0 )
 RQ.
.
*' _2w _4_4_ &/ ﬀ&"% _w -D941 #02ﬂ$* _w -D146
]s'M(_ 72w _4747 7w _-D6 &/  _w 8454_ 0 $!*
'* ),-D5 "/2,' -4w 3D/28 -4w 3D/29 -4w 32-D8 ﬁ02!$
"#&
V*
*VM 72w -0/4/ 7w _45?3 &/  &" 7w 6/ 02ﬂ')
|M.


























Q2XV\^]+54547 7/2649 #ﬁ$! 7/?_49 7/2541 %ﬀ
!" $# %"'*),+.- _47/27 #ﬂ*ﬂ _4543 9 _/2849 
b
'*\^ ,'% _47/27 -3_- -D64749 ﬁﬃ
bk
]sf)7 ) ﬀ -D9D/27 7454_41 -D54745
 rQ2.
.
*' -D7?3 _ "# '% ﬁﬃ$ -0/28- -D9-D5
]s'*Ms_ ﬂ /2747/ 6?38/ 9/3 9 ,ﬀ
'* ),-D5 %  /2_4_ ) /2748 74848
N# 
V*
V*M _47414_ #ﬁ! _46 9- _464141  %
|M.





Q2XV\^]+54547 ",'ﬀ -D647 -ﬁ946 -D947 ﬁ$ﬁ
!" $# %"'*),+.- -343 ., ﬁ#) -D1?3 -D147
b
'*\^ /S-   /?_ #! 741
bk
]sf)7 94_/ "''% 7 946 74741 #!
 rQ2.
.
*' ,#% !#) 37 3 _ 32-
]s'*Ms_ "' ﬁ- -/ -0/ -0/
'* ),-D5  ﬀ 648 6D/ $ 649
N# 
V*
V*M  ﬁ- _ 5 _- -D8
|M.
VV_ 3 5 !- 35 32- ,' 
aÂoY]¡g 9² 5Łg*w$oYg°[w#xKFtxKw#}]g*wp 
 




































Q2XV\^]+54547 645 8w 949 ('#02!* 64845w 5-   &/ ." /28 9w 3 9
!" $#&%('*),+.- /27 _w _47 !0 #ﬁ /2_46w /29 ,#ﬀ&/2,' 6/-4w 746
b '*\^ ./  ﬁ*&)-0  _45/Sw 1- _4747w 549 _452-4w _
bVk ]l)V7 -0/ /Sw 147 ﬁﬂ0 #! .,/ %&, _47-4w /S- _47 9w 3D/
 rQ2,

V' _47 5w 3 6 ﬁ')$0  '%&,/  _/4/Sw 6- _-ﬁ7w 945
]s'*M(_ -4-D1 9w /26 ﬂ02ﬂﬁﬃ "',/   -D_49?3?w 841 94_ 7w 5-
'* )W-D5 ﬀ&/2,#% ﬁ-#02ﬁ$ -D1w _ -D8w 547 -D92w 947
"#&
**
V*M 745 6w -D1 )(ﬁ0 $ _?3 _w 847 %.,/ % _-/Sw 641
|Ms








gµn#gDg¯t/boYt`áxKw3v Ejk ﬁ t/begsoDŁg*w$oYgsn/¸pgxY+n/t$oK~#­
f<g*f<xKw/us¡n n/f¯oY¡g*wt/boY¶áxKw t/beg-xKt/beg*ww#gDxKw#}]g*w/]np ¾acb]¡n ¡n !gD~poYqen#g-v Ejk ﬁ boKn}]gDg*|´t/w#gDgDn`ºáoKnn/bex¬ 
´t/beg`|]w#g*ŁF¡xKqen+n#gD~*t/¡xKen½¼c¬ beg*w#g`¬¾g`boDŁgªexKtt#x¯n/t#xKw#g`o¡xKt+xY%~DxKt/w/]q]t/¡xKﬂ]¡xF~$­InjoYtt/beg`n½oYf<g-t/f<g 















Q2XV\^]+54547 6w 3 9 9w 3D/ 0 #ﬁ 32w 5- "#ﬀ&/  .,
!" $# %"'*),+.- 7w 547 7w 741 02ﬁ! 7w /S-  &/3""
b
'*\^ &/3"# _w 649 _w 547 -4w 946 ﬁ0 #ﬁ
bk
]sf)7 -D62w _ ﬁ0  &/2,' 32w 7- 1w /S-
 rQ2.
.
*' -4w 94_ ./ %. ﬁ02ﬁ$ -4w 9/ _w -D_
]s'*Ms_ 12w 8 #0  _47w 64_ -D_w 9/ '%+/ 
'* ),-D5 5w -D9 5w -D7 ﬂ03ﬂ-) ﬀ&/3", 5w -0/
N# 
V*
V*M #0 ) 7w /S- 7w _/ /Sw 947 ./ '%
|M.















xKw°za § Õ    gÄ~poY®oY¡n#xsxKen#g*w/Łgt/boYt-t/beg3|!gpoY­£xYcn/t$oK~#­£f<g*f<xKw/u&áxKw +z ﬁ º[¬ b]¡~$bboKnªo
}]gDg*|´t/w#gDg¼¾t#g*e}]nt#xÄ7g°w#gpoYt#g*wt/boY´¤xKwxKt/beg*ww#gDxKw#}]g*w/]njoYe}¶|oYw/t/¡~*q]¢oYw/u¶v Ejk ﬁ oYe}Bjz{À«º[¬ b]¡~$b
oY¡n#x°bopŁg }]gDg*|t/w#gDgDn½¼A 0acbegWÁew#n/t%|]w#xK|7g*w/tÆuxY?+z ﬁ ön0t/w#gDgct/boYt~poYbeg*|qen%t#x°gArI|]¢oYt/b]¡n|]beg*exKf<g*exK
¡n°t/boYt-¬¾gÄbopŁgxKen#g*w/ŁgD}ﬂt/boYt-t/begÄexI}]gDn-xKøt/beg3t#xK|xYWt/begÄt/w#gDg3¤xKw jzﬃﬁ
oYw#gÄ¢oYw/g*w-t/boYøt/begxKegDn
áxKwWxKt/beg*w w#gDxKw#}]g*w/]np   beg*st/begDn#gj¢oYw/gjexF}]gDn n#t$oYw/tWt#x3!g+|]w#xI~DgDn#n#gD}³»It/beg°n/t$oK~$­¯f<g*f<xKw/u¯¬ ³~DxKFt$oY




Q2XV\^]+54547 _47w /2_ _47w 549 _452w 149 #ﬂ01)) ./ ﬀ
!" $#&%('*),+.- -D5w 948 8w 647 #02ﬁ! -4-4w _ 9 "#&/ 
b '*\^ ",/ ﬀ -4-4w 8- 62w 147 /Sw -D3 #01)
bVk ]l)V7 /4/Sw /4/ _?32w 7?3 &/  $0 #ﬁ 7-4w 3 _
 rQ2,

V' /Sw -D_ 6w _4_ #0 ' /Sw -ﬁ1 ./ 
]s'*M(_ (0 $ 749w -D9 9462w 945 1/Sw _ 8 "'&/ ,
'* )W-D5 ﬀ&/ % 5w 748 ﬂ0  5w 7D/ 5w 747
"#&
**
V*M -D7w _47 -D7w 6/ - -4w 1 ﬁﬁ02!ﬃ ",/ 
|Ms
V_ -0/Sw 748 -D6w _- ﬁﬃ03ﬁ  _47w 1 _ .,/ 
a5oY]¡g¯hh²v5gpoY­¶xY0t/beg-n/t$oK~#­º[f¡xKenxY0w#gpoY¡n½¼A 
acbeg¯n$gD~DxKe}®|]w#xK|!g*w/t¨uø¡n3t/boYt`¬Wgn$op¬t/boYtt/beg<t/w#gDgxY(+z ﬁ ¡n`qen#qoYuø7g*t/t#g*w3oY¢oYe~DgD}®t/boYÇt/bexn#g
xYIjz£À±oYe}£v Ejk ﬁ º¤n#gDg`aÂoY]¡g ¼A  ¡n$x]»t/beg`¡xKoYÂg³gD~*tjxYt/beg3n#xKw/t/]sxY]w#xKt/beg*wjexI}]gDn+
ÊËFÊIÌ9Í





t/w/qe~*t/q]w$oY5}9	³g*w#g*e~Dgª!g*t¨¬¾gDg* +z{À önct/w#gDg`oYe}Bjzﬃﬁ önct/w#gDg 





gAr9|]¢oYen¬ bFu´v Ejk ﬁ




















9;:=<?>   HN  @=@ @ @ @ @
 ﬁA1B < ADC HN  @=@?@ E @?@ @ @
3 BFHG ﬁ T @=@ E E E
5 9I- ﬁ E @=@ T T T





















boYe}³»]v Ejk ﬁ»jzﬃﬁ oYe} +z{ÀŁg-}]gDg*|st/w#gDgDn49tc¡nWt#g*w#gDn#t/]<t#xexKt/¡~Dg°t/boYt jz ﬁ |]w#xŁF¡}]gDnc!g*t/t#g*w






¬¾g3boDŁg3n#gDg*&t/boYt°v Ejk ﬁoYe} jz£À¥oYw#g`t/begªw#gDxKw#}]g*w/]njt/boYtqen$gªt/beg`n#f¯oY¡gDn/t+n/t$oK~$­´n/¸pgº[|!gpoY­´oYe}























































acbeg¶n$gD~DxKe}Ét¨uI|7g¶~DxKw/w#gDn/|!xKe}]nt#xoÉh ﬁ |oYw$oY¡g*¡n/f xYjt/begµ[w#xKFt$oYf¯oYt/w/¡~DgDnp ÉÀexKw<n#xKf<gsexI}]gDn
®t/begoKn#n#g*f3]uﬂt/w#gDg»Ht/beg<[w#xKFtª¡n`n#x´]´t/boYt`¡n-f3qen/t`!gt/w#gpoYt#gD}®|oYw$oY¡g*áxKw3oY;oK}]gDÈFqoYt#g


































oKn$gD}xK¡xoK}ÄoY¢oYe~Dg~DxKen/¡}]g*w$oYt/¡xKenp 0acbeg ')#0! .2ﬁ+|]w#xI~DgDn#n#xKw0¡n0w#gDn/|!xKen/]¡gWáxKwÂt/beg g*foYt/¡xKen
xYet/beg[q]u-n/q]ff<gD}`|]ŁxKt5]¡xI~#­! Hacbegf¯oKn/t#g*wÂ|]w#xF~DgDn#n$xKwH}9uFoYf¡~poYu3~#bexIxn#gDnHt#n5n/¢oDŁg|]w#xF~DgDn$n#xKw#n





acbegst/b]w#}ÉtÆuF|!gsxY+|oYw$oY¡g*¡n/f´»¾¬ b]¡~#b±¡nÄoø ﬁ |oYw$oY¡g*¡n/f´»W~DxKe~Dg*w/ent/begsw#xIxKtexI}]g»¬ b]¡~$b©¡n
|]w#xI~DgDn#n#gD}´u¶oY¿|]w#xF~DgDn$n#xKw#n qen/]
Õ





































xKe~Dg*w/]] jz£ÀﬂoYe}v Ejk ﬁ»Y¬Wg~poYn#gDgct/boYt%t/begcn/t$oK~#­f<g*f<xKw/u3¡n0Łg*w/u3q]oY¢oYe~DgD}{º[|oYw/t/¡~*q]¢oYw/u3áxKw
jz£À¼A acb]¡n%¡n%}9qeg t#x°t/beg n#boY|7g xY?+z{À önoYe}<v Ejk ﬁ ön%t/w#gDgDn¬ b]¡~#boYw#gcŁg*w/uq]oY¢oYe~DgD}³ §Æe}]gDgD}³»áxKw
q]oY¢oYe~DgD}<t/w#gDgDnp»Kt/beg n/q]]t/w#gDgDn%}]gDn#~*w/!gD}t/begW|]w#g*ŁI¡xKqen%n#gD~*t/¡xK<oYw#gcexKt%xYt/begcn$oYf<gcn/¸pg  +n%ow#gDn/q]tp»
n#xKf<g°|]w#xI~DgDn#n#xKw#n ¬ H7g*´t#xÄt/w#gpoYtt¨uI|7gªÄexI}]gDn ¬ beg*w#gªxKt/beg*w+xKegDnoYw#gªn/t/³|]w#xI~DgDn#n/]<t/beg-n#q]]t/w#gDgDnp 











Q2XV\^]+*545 7 -D5w 543 1 32w 8 5?3 6w 32-D8 $02ﬂﬃ ""/ ﬀ&"%
!" $#&%('*)W+- 9w 946 6 32w -ﬁ7?3 $0 ( 32w 8 948 "#&/3"# 
b '*\  /Sw -D_ 7 %+/3"#% 7w 741/ ﬁ0 #ﬂ* 7w -D1/
bVk ]sf)7 -4-4w _ 9 /Sw _ 948 1w 1/2_ "# ./   #0 $
 rQ2,

V' &/ ﬀ _w 3?-D9 -4w 94146 ﬁ02!$ _w 6494_
]s'*M(_ ﬁﬂ02ﬁ!ﬃ -D7w 5 74_ -D5w 84546 -D5w 8484_ &/3"#
' )W-D5 5w /25D/ ﬀ&/ %+"" 5w /25?3 ﬂ0 (+) 5w 749
"#&
**
VVM 7w 9 6 #01)($ 7w 54_4_ _w 8D/4/ %+/3"#ﬀ%
|Ms.









Q2XV\^]+54547 6w /21/ /Sw _4849 _w 8484_ #02!ﬃ#ﬁ  &/3"#'%
!" $# %"'*),+.- #02!ﬃﬁ 7w 3 548 7w 3 541 /Sw -D92-  &/  &"
b '*\^ _w 7?32- -4w 148?3 _w 54_48 ﬁ02ﬂﬃ ./ % 
bk ]sf)7 -D5w 84749 ﬁ02!!- 32w 148 "# &/ ﬀ., 7w _4649
 rQ2,

V' T -4w 64_4_ -4w _?3 6 ﬁ02ﬁﬃ "/2,#%
]s'*Ms_ 32w 147 -D72w /26 -D5w 7?3 9 !0 )-ﬁ "%+/  
'* ),-D5 ﬀ&/ %ﬀ% 5w 74946 5w 74648 5w 7/23 ﬂ0 ﬁﬃ
N# 
V*
V*M 7w _4747 _w 746 _w _/4/ #02ﬁﬃ &/ ,'
|M.









Q2XV\^]+54547 9w 94841 9w /343 /Sw _4147 #0 $ &/ .,,
!" $# %"'*),+.- 6w 74_?3 6w 646?3 0 #! 6w 74948 &/2,,#%
b
'*\^ &/ ﬀ% 7w /2548 _w 9/26 ﬁ0  _w 343ﬁ/
bk
]sf)7 /Sw _48?3 7w _4949 7w 54941 ./  #02ﬁ*
 rQ2.
.
*' -4w 64848 "/2, -4w -D149 ﬁ02ﬁ$ -4w 9/-
]s'*Ms_ 32w 5/2_ !0 $$ 1w -D6 1w /2741 "'./  &"
'* ),-D5 5w _464_ 5w _/3 ﬂ0 ﬂﬃ 5w _4_46 ﬀ&/ ,"
N# 
V*
V*M _w _-D7 _w 54847 _w 54847 ﬁ01)-!ﬁ ./  %
|M.






Q2XV\^]+54547 _w 848/ _w 14746 _w _/26 ﬁ0 )) &/  
!" $# %"'*),+.- _w 3 946 _w 3D/21 0 ' _w 1?31 ./ ﬀ
b
'*\^ -4w /25?3 -4w /S-4- -4w 6/28 ﬂ01)) "/ '%
bk
]sf)7 -4w 32-D6 ﬁ02!ﬂﬁ -4w 149 &/ ﬀ% _w -D741
 rQ2,

V' T 5w 8/S- 5w 3 64_ ﬂ01) "/ ﬀﬀ
]s'*Ms_ /Sw 74_41 #0 ﬁ- /Sw 74549 6w _D/ &/ .",
'* ),-D5 ﬀ&/ ." 5w -D841 ﬂ03ﬁ!ﬃ 5w -3_ 5w _-D6
N# 
V*
V*M -4w 6-D_ -4w /2548 -4w 746/ ﬁ02ﬁﬃ#! "/ &"
|M.



































































































































































































¬¾g*¿[w#xKf t/beg°f<g*f<xKw/uµ|7xKFtxYÂŁI¡g*¬ª²0¦0o3|]w#xK]¡g*f }]xIgDn/$ tcÁetc&o &exF}]gDnc|oYw$oY¡g*³f¯oK~$b]egª!gD~poYqen#g
t/begoK~*t/Łgf<g*f<xKw/u¡np»Ân$opu  ¢oYw/g*wt/boY®t/begf¯oY®f<g*f<xKw/u®xY+o´exF}]g»0}]xKq]]]{t/beg¯Fq]f`!g*wxY


















  ﬁjq%  oY|]|]w#xprIf¯oYt#gÄf]f3q]f }]g*w#gDgxKw#}]g*w/]&oYxYÅ
w/t/b]f´ 	
















xn/t#g*wp»oYe}ﬁe  Åﬃ  ﬂ 0r]~Dg*¡g*tp   ¤q]usoKn/uIe~#b]w#xKexKqen+f`q]t/¦¤w#xKt$oY
n#xKŁg*wjqen/]¶}9¡n/t/w/]q]t#gD}ﬂ}9uIoYf¡~n$~#begD}9q]]e  !"







  ﬁ+q%»¿oYe}#ﬁe  Åﬃ ﬀﬂ 0r]~Dg*¡g*tp Äz£q]t/¦[w#xKFt$oY%|oYw$oY¡g*}9¡n/t/w/]q]t#gD}øn/uIff<g*t/w/¡~
oYe}¶q]en#uFff<g*t/w/¡~ªn$xKŁg*w#np ) ﬂ&'@6! (*.2!,+;ﬂ4=&0 % (-.>,.+ (*/ 10(¡»³h"Ye²9h2;9»!9 







































Å  ?ÅÆ 


» %]Łg*w#n/tÆu¶xY0a5g*]egDn#n#gDg»¿h4  9 
FGF ûIH2J2K4L>M














 Õ »¿a5xKq]¡xKqen#g»5Àew$oYe~Dg»h4 I  +¡n#x¶aHgD~$b]]¡~poY¾kg*|!xKw/t
k  !Å¨a kÅ ÅÆ


h¤w#xKf kq]t/beg*w(áxKw#} +|]|]¡g*t#xK 5oY7xKw$oYt#xKw/u3oYe}aHgD~$b]]¡~poYekg*|!xKw/t5§ Õ]Õ a 

Å ÅÆ9h
¤w#xKf #cxFg*]<§Æ9áxKw/f¯oYt/¡xK Õ q]|]|!xKw/t Õ g*w/ŁF¡~DgDn 








3§A  Õ   ﬁjq oYe} ﬁe 
 
 ckg*¡}³  acbeg&f3q]t/¦[w#xKFt$oY`n#xKq]t/¡xKxY`e}]gAÁe]t#gøn/|oYw#n$g£n/uIff<g*t/w/¡~{egpoYw























	 #&ﬁ #&% % .%

















q]f¯oYwp ﬁﬀ   ﬂ !I#&ﬁ>.ﬂ	 #3,D#0 .G2ﬂ&ﬁﬃ	 #&ﬁ!*+*!*+-ﬂ& +8 0 G 0!*ﬁ6, !*6;ﬁ>. = ! ﬁﬃ#.ﬂ+30#"






  3  ³q¿ 3z£xI}9¦Á~poYt/¡xK®xYt/begÄf]f3q]f }]g*w#gDg<oYxKw/t/b]f u{f`q]t/|]¡g<g*foYt/¡xK¿ )














;ﬂ&6;ﬁ1@# % ﬂ& # !*ﬁ+ @#&% 901+ 0 #& = @% +*,>#3!*+*ﬂ& 0A»9²;9h*e»5h4  9 
h"3Àc %vÂg*¡g*w/]· .0/2143
/0576
8:9 %+n#g*w önÄq]¡}]g Éa gD~#b]]¡~poYk+g*|7xKw/t<k+k hpYKÅÆ9h» Ho#ck+§½» %+]Łg*w#n/t#m
#cxKw#}]gpoYq9r´§½»]jxpŁg*f37g*w°9h 
h43Àc pvÂg*¡g*w/]·» ﬁe pk+xKf¯oY¿»YoYe}3v5 ?k`  +f<gDn/t#xpu 3+uI]w/¡}9¸D]egDn/t#gD}`}9¡n$n#gD~*t/¡xK3oYe}-boY¡xjoY|]|]w#xDr9f¯oYt#g
f]f3q]f }]g*w#gDgÄáxKw-g¯~*¡g*t3n#|oYw#n#gf¯oYt/w/¦røxKw#}]g*w/]e  ) ﬂ @,26;ﬁ1ﬁ>.@,29<;=	 ﬁ #3, !*+-,/. #&@= / 2 .ﬁ+$.@,/.*»
















;ﬂ&6;ﬁ1@# % ﬂ& # !*ﬁ+ @#&% 901+ 0 # @= @% +*,/# !*+*ﬂ  0A»³h4]º








Unit e´ de recherche INRIA Lorraine, Technopoˆle de Nancy-Brabois, Campus scientifique,
615 rue du Jardin Botanique, BP 101, 54600 VILLERS L `ES NANCY
Unit e´ de recherche INRIA Rennes, Irisa, Campus universitaire de Beaulieu, 35042 RENNES Cedex
Unit e´ de recherche INRIA Rhoˆne-Alpes, 655, avenue de l’Europe, 38330 MONTBONNOT ST MARTIN
Unit e´ de recherche INRIA Rocquencourt, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex
Unit e´ de recherche INRIA Sophia-Antipolis, 2004 route des Lucioles, BP 93, 06902 SOPHIA-ANTIPOLIS Cedex
´Editeur
INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
  	


  
ISSN 0249-6399
